Tentamen SF1632 13e Augusti 2019

Tentamen bestar av sex uppgifter dar vardera uppgift ger maximalt fyra poing.
Preliminéra betygsgrinser: A—21 poing, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.

Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx, information om detta publiseras pa Kurshemsidan for SF1632.

Inga hjélpmedel dr tillatna vid tentamen.
Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anvinda.

OBS: For full podng kravs fullstindiga, tydligt presenterade och vilmotiverade 16sningar som &r latta att folja. Markera
dina svar tydligt.

Del 1.

1. Los foljande partiella differentialekvation med hjilp av variabelseparation

= for v € (—m,m) och t > 0
u(—m,t) =u(m,t) =0 fort>0 (1)
u(z,0) = sin(mx) for x € (—m,m).

Du behover inte visa att din Fourierserie konvergerar da ¢t = 0.
[4 poéng]
Losningsforslag Fraga 1: Vi gor en variabelseparation och ansétter u(x,t) = X (x)7T'(t). Vi far da ekvationen

X'z) T'(t) _ | 1o
X)) T Y 2)

dér vi, enligt standardargumentet, har observerat att eftersom VL endast betor pa x och mittenledet endast pa t sa maste
dessa sammanfalla med en konstant som vi kallar £)2. Det dr enkelt att inse att vi masta ha minustecken framfor A2 om
vi vill ha icketriviala l6sningar.!

Vi kan déarfor skriva om (2) enligt

X"(x) + N2 X (x) = 0=T'(t) + N*T(t).

Vi far dérfor att T'(t) = ce=*’t for nagon konstant ¢ och X(z) = acos(A\x) 4+ bsin(Ax).
Funktionen X (z) skall &ven uppfylla randdata

vilket ger
acos(Am) — bsin(Ar) =0
a cos(Ar) + bsin(Ar) = 0.
Eftersom initialdata &r udda sa kan vi sdtta a = 0 och far darfor att, om X inte dr en trivial 16sning sa maste, A\m = nz
for nagot heltal n. D.vis. A =1,2,3, ...
Vi far darfor att )
X (x)T(t) = bee™™ ' sin(nz).

Lésningen till initialvirdesproblemet borde darfér kunna skrivas som

o0

u(z,t) = Z cpe sin(nt), (3)

n=1

for nagra koefficienter ¢,,. For att hitta ¢, sd multiplicerar vi initialdata med sin(nz) och integrerar fran —m till 7
™ ™
/ u(z,0) sin(nz)dr = / sin(7x) sin(nz)dx. (4)
—r -7

For att beriikna VL i (4) sd anviinder vi (3) och att sin(nz) och sin(maz) &r orthogonala i L?(—m,7) da n # m och far
darfor att

/ u(z,0) sin(nz)dx = cn/ sin?(nz)de = ¢, 7.

—T —T

! Annars sd kommer, om X # 0, X (z) = ae™® + be~*? vilket endast har den triviala 16sningen med randdata X (7) = X(—7n) =0, om A = 0
sd blir 16sningen en linjar funktion vilka ocksd méaste vara noll funktionen for att randdata skall uppfyllas.



2 .
For att berdkna HL i (4) s anvénder vi tricket att _#%-(sz) = sin(nx) och partiell integration

™ 1 iy d2 .
/ sin(rz) sin(nz)de = sin(ﬂx)de =

- a2 . dz?
- dsi 2(—1)nt1
= % /_7T cos(mx) 512;7”&) dx + ( n) sin(7?) =
2o ' 2=ttt o,
=— - sin(mzx) sin(nz)dx + o sin(77).

Om vi flyttar runt lite termer sé leder detta till
" : 2(-1)"*n -,
sin(mx) sin(nx)der = ————— sin(7*).
| sntma)sin(nayde = 2T i)

Vi far darfor att (1)
20-1)™n
msln(ﬂ )

Detta ger oss att 16sningen till initialgédrdesproblemet &r: Svar:

Cp =

o0

o=y Hn
U(I’a t) = Z m Sln(wz)e ¢ Sln(nil’).
n=1

2. a) Definiera inre produkten pa rummet L?([—1,1]).

[1 poing]
) La
~1

b f(x) =1+ och g(x) = x + ax? vara tva funktioner i L?([—1,1]). Bestéim a € R s& att f och g ér orthogonala
i L2(]

b
1)

[1 poéng]

c) Lat a vara som i deluppgift b) och beriikna projektionen av sin(z) pa delrummet av L?([—1,1]) som spinns upp av
f och g.

[2 poding]
Losningsforslag Fraga 2:
a) Vi definierar den inre produkten pa L?(—1,1)

<ﬂw=/¥ﬂ@ﬁﬂm.

(For realvirda funktioner s& behovs inte komplexkonjugatet och darfor s kommer saknad av komplexkonjugat inte att ge
poangavdrag.)

b) Om f och g ér orthogonala s& kommer (f, g) = 0 vi ska alltsa viilja a s att inre produkten &r noll.
1
2(a+1
(fr9) = / (1+2)(x + ax?)dz = (GT)’
-1

vilket &r noll da a = —1.
Svar: f och g &r orthogonala om a = —1

c) Om h(z) = sin(z) sa far vi att projektionen av h(x) pd rumet som spinns upp av f och g ges av

(hf) . (h,g)
TIEE I

f+
Vi beraknar

(h, ) = / sin(2)(z + 1)dz = 2(sin(1) — cos(1)),

-1

(h,g) = 2(sin(1) — cos(1)),

1
117 = [ (@ afde =3

-1



och

e = [ et = X
1 15

Svar: Projektionen &r 5 5
Z(sin(l) —cos(1))(1+z) + g(sin(l) —cos(1))(1 — z?).

3. Beridkna
/ LN
—oo (14 12)2
med hjélp av Plancherels formel.
[4 poéing]

Lésningsforslag Fraga 3: Plancherels formel séiger att?

2, 1 F ) 2dw
[ @ = - [ 1P, 0

Enligt formel 5 sa ar
Fle)w) =

w?+1

4 1 &
=  dw — —2Jzlg :2/ 2Ty = 1.
27_(_‘/]R (1+w2)2 w /Re X . e X

/°° 1 T
BRI

4. Lat g(z) = e 2*H(x), dir H #r Heaviside funktionen. Hitta en funktion f si att

vilket insatt i (5) ger att

Vi far darfor foljande

Svar:

7. 3 —4w?
[4 poing]
Losningsforslag Fraga 4: Faltningsformeln f6r Fouriertransformen séger att
frg(w) = f@)g(w).
Vi kan berdkna - - )
g(w) = /_OO e H(z)e “dr = /0 e~ (GHWT gy — i
Vi far darfor att 1 3
—_— - A _ 744‘)2
oo = fw)grm = g™
D.v.s. att . )
flw) = 3+ (6)
Enligt formelsammlingen sa kommer, fér a > 0,
2 T w?
F —ax — o =
(7" )(w) = |/ e

Med a = 15 > 0 sa far vi att

22

3
Om vi jamfor (6) och (7) samt anvinder att Fouriertransformen &r inverterbar, och dérfor injektiv, s& far vi
Svar:

fla)= ot

2FEftersom ni inte har formelsamling s& kommer inga poing att dras fér om man har fel pa faktorn %



Del 2.

5. I den hir uppgiften s &r §,(z) Diracs deltafunktion med stod i z: d.v.s. for varje begrinsad och kontinuerlig funktion

o) R
/ _0@)b(a)de = 0(2)
Och H(z) &r Heaviside funktionen.
a) Lat z > 0 vara ett givet tal. Visa att
y(z) = H(z — 2) (62(9372) — e“’*z)
dr en 16sning, i distributionsmening, till féljande differentialekvation:

y”(f) i 3y/($) + 2y($) — 5z(x) forx >0
y(0) =y'(0) = 0.

[2 poiing]
b) Lat 0 < 21 < 23 < 23 < .... och z, — oo. Hitta en 16sning till f6ljande differentialekvation
y'(x) = 3y (z) + 2y(x) = > 00 16, (z) forallaz >0
y(0) = —1 och y'(0) = 0.
[1 poéing]
c) Forklara noga vart du anviinder antagandet att z, — oo i deluppgift b).
[1 podng]
Losningsforslag Fraga 5:
a) Lat ¢ vara en testfunktion med kompakt stod. Da kommer
16 = / # (@) H(x — ) — "o =
/ ¢ 2(:3 z) _ez—z)dx _
— QZ5(Z) (62(z z) / ¢ 262(w z) :v—z)d ,
vi ser att ¢’ kan identifieras med funktionen
Y (@) = H(x — 2)(2e3@72) — ¢77%),
Pa samma sitt kan vi berdkna 3" [¢] = —y'[¢]
—/ ¢ () (26272 — 7% )dg =
— ¢(z) (262(2 z) / Qb 462(95 z) xfz)d
s& y” kan identiferas som
"= 6,4+ H(x — 2) (42372 — 277,
Om vi sitter in detta i differentialekvationen sa far vi
y' =3y +2y=96.+H(z —2) (462(””_2) — e 7% — 3(262(I_Z) —e"77) 4+ 2(62(1_2) — em_z)) =0,
vilket skulle visas.
b) Den homogena lésningen ges av yj,(x) = —e? +e®, vilket enkelt inses da det karakteristiska polynomet, 72 — 3r +2,

har rétterna 2 och 1 samt initialdata uppfylls av y. Vi far darfor, genom superpositionsprincipen, att

y(z) = —e* + " + Z (x — 2y (ez(x_z”) - e’”_z’") (8)

dr en 16sning férutsatt att serien konvergerar.
Men c) eftersom z, — oo s& kommer det att finnas ett N, s& att om n > N, sa kommer z,, > x vilket innebér att
H(z — z,) =0, d.v.s. serien i (8) dr en &ndlig summa for varje x och darfor konvergent.

6. a) Definiera vad det innebér for { K, }°2 ; att vara en f6ljd av positiva integrationskirnor (Positive summation kernels).



[1 poiing]

b) Lat {K,}32, vara en foljd positiva integrationskirnor definierade pad R och ¢ : R — R vara en begrinsad och
kontinuerlig funktion. Bevisa att for varje x € R

lim K, * ¢(z) = ¢(x).

n—oo
[3 poéng]

Lésningsforslag Fraga 6: Detta dr Theorem 2.1 sidan 22 i Vretblad med bevis.

Formler.

Foljande formler dr tillatna att anvdnda utan bevis i era 16sningar:

L L(f(@))(s) = [ flz)e *=dt
2. L(f'(2))(s) = sL(f(x))(s) — f(0)
3. L(cos(ax))(s) = F2

e
4 F(f(O)(w) = flw) = [ f(t)e ™t
5. Flem ) (w) = —22 for a > 0

w?+a?

6. Fle™")(w) = ﬁe_% for a >0
7. F(1/cosh(t))(w) = 760511(7;“)/2)

8. fooo sirlEEAw) dr = % for A > 0.

9. Riemann-Lebesgue Lemma: For [ ett intervall (mojligtvis obegrénsat)

lim /If(x) sin(Az)dxz = 0.

A—o0

Lycka Till!



