Losningsforslag Tentamen SF1629 16e April 2019

Tentamen bestar av sex uppgifter dir vardera uppgift ger maximalt fyra podng.
Preliminéra betygsgrinser: A—21 podng, B-19, C-16, D-13, E-11, Fx-10.
Det finns mojlighet att komplettera betyget Fx, information om detta publiseras pa Kurshemsidan for SF1683.

Inga hjélpmedel dr tillatna vid tentamen.
Pa skrivningens baksida finns det dock ett antal formler som ni far anvinda.

OBS: For full podng kravs fullstiandiga, tydligt presenterade och vialmotiverade 16sningar som ar latta att félja. Markera
dina svar tydligt.

Del 1.

1. Los foljande partiella differentialekvation med hjilp av variabelseparation

du(zt) _ 462“(§’t) for x € (0,7) och t >0

ot
w(0,t) = u(m,t) =0 fort>0 (1)
u(z,0) =z for « € (0, ).

Du behoéver inte visa att din Fourierserie konvergerar da t = 0.
[4 poéing]
osningsforslag fraga 1: Variabelseparation, u(zx,t) = X(x , ger att T 1T —u, dir vi pa sedvanligt
Losningsforslag fraga 1: Variabel i t) = X(2)T(t ot = LR d dvanl

sétt sluter oss till att vinster och mittenled maste vara nagon konstant u eftersom VL inte beror pa ¢ och mittenledet inte
beror pa z. Vi kan skirva detta som 7”(¢) + 4uT'(t) = 0 och

X"(@)+ pX(@) =0 for z € (0,) ®
X(0) = X(m) =0,

déar vi ocksé skrev ut randdata i (2).

Om p = 0 s& kommer (2) att ha l6sningen X (x) = ax + b men randdata ger att 0 = X (0) = b och 0 = X (7) = am + 0;
s& vi far endast triviala 16sningar vilket #ir onitressant. P3 samma sitt si kommer, om p = —\? < 0, I6sningarna att bli
X (x) = ae*® + be~? vilket insatt i randdata ger att a = —b (eftersom X (0) = 0) och a(e*™ — e~*™) = 0 vilket implicerar
att a = b = 0 eftersom e — e~ = 0 f6r A # 0. SA vi far endast triviala losningar om g < 0.

Om g = A% > 0 s4 kommer I&sningen till (2) att bli

X (x) = acos(Azx) + bsin(Az),

vilket insatt 1 X (0) = 0 ger att a = 0. Sitter vi in detta i X () = 0 sa far vi att bsin(Ar) = 0. Om A inte ar ett heltal sa
far vi endast triviala losningar sa vi kan anta att A=n férn =1,2,3,....
Om vi séitter in det i differentialekvationen fér T'(¢) sa far vi att T'(¢) = konstant - e~*
Vi ansétter darfor att

n2t

u(z,t) = Z be4n’t sin(nx).
n=1

For att berdkna b,, sd anvinder vi att om wu(z,t) uppfyller initialdata si maste

x =u(zx,0) = Z by, sin(nx) = /07T x sin(nz)dx = by, /0Tr sin?(nx)dz. (3)

n=1

Vi berdknar . - )
/ sin?(nx)dx = / de =T

samt . .
/ x sin(nx)dx = —l/ xch(nx)dx =
0 n Jo dzr
_! /Tr cos(nx)dx — 1 [z cos(nz)]i_) = I cos(nm) = z(—1)"“.
n Jo n = n n

Sétter vi in dessa tva integraler i hogerled i (3) sa foljer det att

2(—1)"+!
—

b, =

Svar fraga 1: u(z,t) => o, 2(+)n+16*4"2t sin(nx).



2. Los foljande randvirdesproblem pa enhetsdisken D:

Au(r,¢) =0 pa D
1 forO<op<m

u(l,p)=¢ 3 for¢g=0o0chp=m
0 form<¢<2m.

Dér A dr laplacianen definierad enligt:

_ 0 ( Ou(r,9)\  0*u(r,¢)
Au(r,gf))—rg (r 5 )—i— 957

Losnignsforslag Fraga 2: Vi ansiitter variabelseparationen u(r, ¢) = R(r)®(¢) vilket ger oss att

PRI R 29
R(r) o)

Differentialekvationen for ® blir
() + u®(¢) = 0.

Eftersom ¥ maste vara 27 perjodisk s kommer p = 12,22, ...,n2, ... och ® att vara pa formen

D(¢) = ay, cos(nd) + by, sin(ng).

Motsvarande 16sning for differentialekvationen for R(r) visar att R(r) = konstant - 7™ nér u = n°.

Vi ansétter darfor att losningen &r pa formen

u(r, @) = ag + Z "™ (an, cos(ng) + by, sin(ng)) .

n=1

Vi véljer ag, ay, .. och by, by, ... sd att randdata uppfylls. Vi kan t.ex. multiplicera bada led i

forOo<op<m
foro=0o0ch ¢ =7
for m < ¢ < 2m.

S
Y
=
<
S~—"

I
Q
—
<
S~—
Il
Sl

med cos(ng), n = 1,2, ..., och integrera over [0, 27) for att hirleda

27 1)
an/o COSQ(n¢)d¢=/O cos(ng)de =0

[4 poing]

och sluta oss till att a, = 0 for n = 1,2,3,.... Hir anvinde vi dven att cos(ng) &r orthogonal mot sin(k¢) for alla

k=1,2,3,... och mot cos(k¢) for alla k =1,2,3,... utom da k = n.
Om vi istallet multiplicerar bada led i (4) med 1 sa far vi att

2 ™
27m0:/ 1-a0d¢:/d¢:7r.
0 0
Det foljer att ag = 3.

Om vi pa motsvarande sitt multiplicerar med sin(ng) och integrerar sa far vi

2m ™ 2 .
.9 _ . _J = omn érudda
bn/o sin®(n¢)do _/0 sin(ng)d¢ = { 5 o a

om n ar jamn.

Eftersom f027r sin?(n¢)d¢ = w sa far vi att

2 om n ir udda
by ==4 ™ .
0 om m ar jamn.

Om vi anviander vara berdknade viarden pa ag, a1, as, ... och by, bo, ... sa far vi att

1 =1
u(r, @) = 3 + Z — sin(2kg).
k=1

Att den funktionen uppfyller randdata foljer av att Fourierserien konvergerar till medelvirdet av héger och vénster-
griansvirdet i varje punkt for en styckvis kontinuerligt deriverbar funktion; d.v.s. serien konvergerar till randdata for alla

¢pdar=1.

Svar fraga 2:
o0

—_

1
- — sin(2ke)
2+k§::1ﬂ'k sin(2kg).



3. Givet att
—x for z <0
f(z) =< sin(z) for0<az <3
3 forx > 3
ar en tempererad distribution (du behdver alltsé inte visa detta) berdkna derivatan av f direkt utifran definitionen av en

distributions derivata.

[4 poing]

Losningsforslag Fraga 3: Enligt definitionen sa &r derivatan for en tempererad distribution f, for varje ¢ i Schwartzk-
lassen,

f'lol = —fl8'].
Vi far darfor att

— 00

f'lel = —Af($)¢’($)dz=/o z¢/ (x)dx—

-/ " () () — / jo 36/ (w)da =

oo

0 /2 — —00
/ o(x)dx + /0 cos(z)p(z)dx — [sin(ﬂc)(b(x)]zg;o/2 + /Tr ) 0- ¢(x)dx — [3(;5(95)]1:”/2 =

— 00

/
0 /2
= / o(x)dx + / cos(z)p(x)dx + 207 /2[¢].
—o0 0
Det foljer att

Svar: f’' = 20, /2(x) + g(z) dér g(x) definieras

-1 for x <0
g(z) =4 cos(z) forO<z<7F
0 for x > 3.



4. Anvind Fouriertransformen for att 16sa féljande diffrentialekvation

u’(x) — du(z) = do(x) — do(x) for z € R
=0.

limg s 400 u(2)
[4 poiing]
Losningsforslag Fraga 4: Lat oss betrakta 16sningen till

v’ (x) —dv(x) = do(z) forzeR
lim, 100 v(z) = 0.

Vi vet att!
och att

Vi far darfor att

. 1

D(w) TR
vilket enligt formel 7. ger att

v(z) = 1672|w\

Men eftersom derivatan ar translationsinvariant sé kommer
V'(x—2)—4dv(x —2) =0dy(z) forzeR
lim, 400 v(z) =0,

vilket ger att

1 1
u(z) =v(z) —v(z —2) = _Ze—2|z| + Ze_2lz_2|'

Eftersom u gar till noll dd x — +00 sa &r ovanstaende berdkningar motiverade.

Svar fraga 4:

1 1
u(x) = —Ze_zm + 16_2‘1_2|.

1Om man inte vet det si kan man sitta in f’ i formelsammlingens 6. och géra en partiell integration for att hirleda detta.



Del 2.

5. I den hir fragan behandlar vi foljande egenvirdesproblem

y'(z)+ My(x) =0 for x € (0,7/4)
y(0) = y(w/4) = 0.

a) Hitta alla egenvirden A och de till egenviarderna horande egenfunktionerna y, normaliserade s att ||yl = 1 (hér
ar |Jya|| den vanliga L? normen pa intervallet (0,7/4)).

[2 poing]

b) Visa att egenfunktionerna utgor en ortogonal bas for L?(0,7/4). Du far anviinda alla satser fran kursen forutsatt
att du kan formulera dem korrekt.

[2 poéing]

Losningsforslag fraga 5:
a) Observera att egenfunktionerna hittas pa samma sitt som i fraga 1. Om A < 0 s ser man litt att alla 16sningar &r
triviala (se fraga 1). Om A = p? > 0 s ér 16sningarna till diffekvationen

acos(pz) + bsin(px).

Men y(0) = 0 ger att a = 0 och y(7/4) =0 ger att pu = 4n = 4,8,12,...
Vi far alltsa foljande egenvirden:

A =16, Ao =64, A3 =144, ..., \, = 1602, ....

med motsvarande egenfunktioner
Yx,, = by sin(A, ),

dar b, viljes sa att

/4
=1 =||b, sin(A\,x = sin“(A\p,x)dx = Z
1 =12 = ||b, sin(A\,2)|* = b2 QAdbig
0

Svar fraga 5a: Egenvirderna ges av A, = 16n? och motsvarande normaliserade egenfunktioner &ir

Ya, (x) = \/E sin(Anz).

b) Vi kan formulera Sturm-Liouvilles Sats: Lat A vara operatorn definierad pa

D4 = {u € C*([a,b)); Au € L?*([a,b]), och u uppfyller (5)}

Au= -t (p<x> dz;m’) ,

for nagon funktion p s att p(a) # 0 # p(b), och

sa att

Aou(a) + Aju'(a) =0  Bou(b) + Biu(b) = 0, (5)

dér inte bada Ag = 0 och A; = 0 och inte bada By = 0 och B; = 0 géller. D4 kommer A att ha en odndlig mingd
egenvarden
M< <<\, <...>

s& att motsvarande egenfunktioner utgor en fullstindig bas for vektorrummet L?([a,b]).?
Om vi véljer Ag = By =1, A; = B; =0, [a,b] = [0,7/4] samt p = 1 s& kan vi applicera satsen pa vart problem och
satsen séger direkt att egenfunktionerna utgdr en bas for L2([0, 7 /4]).

2T boken s3 formuleras satsen lite mer generellt &n jag formulerat den hir, men den hir enklare formuleringen récker for den hir uppgiften.



6. Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar L' funktion pa R. Visa att

. zwto

Du far antaga att alla funktioner dr integrerbara och att det &r oproblematiskt att byta ordning pa integraler.

[4 poting]
Losningsforslag fraga 6: Detta ér Sats 7.5 sidan 171 i Vretblad.



Formler.

Foljande formler dr tillatna att anvdnda utan bevis i era 16sningar:

1.
2.
3.

10.

L(f@)(s) = [§7 fla)e*da

f'(@))(s) = sL(f(x))(s) — f(0)

cos(ax))(s) = 550

L(sin(ax))(s) = =2

s2+a?

h

h

(
(
(
(

0 omax<0

Lat 0(x) = { 1 om0<a da ar L(f(x —T)0(x —T))(s) = e TL(f(x))(s).

F(fO)(w) = [g f(H)e "t
Flem)(w) = wffag for a > 0

F(1/cosh(t))(w) = CObh(”m

[ AT gy — T fir A > 0.

Riemann-Lebesgue Lemma: For I ett intervall (mdjligtvis obegransat)

lim /If(m) sin(Az)dz = 0.

A—00

Lycka Till!



